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Introduction Exemples a priori : Discrépance Stratification de la base d’apprentissage Sélection d’Attributs Conclusion, Perspectives

Apprentissage Supervisé
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Apprentissage

Principe

Il faut choisir une hypothèse f ∈ F en regardant des exemples
(x1, . . . , xn) ;
Le but est d’avoir une erreur en généralisation la plus faible possible ;
La base d’exemples est cruciale.

SI LA BASE D’APPRENTISSAGE N’EST PAS ADAPTÉE, LE CHOIX DE LA
BONNE HYPOTHÈSE PEUT SE RÉVÉLER IMPOSSIBLE !
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Apprentissage Actif

On peut influer sur la base d’exemples

a priori

En donnant les points au fur et a
mesure (on-line)
Si l’espace est divisé en strates et que
l’on peut demander des points dans
une des strates. Les strates peuvent :

Coı̈ncider avec les classes ;
Être prédéfines ;
Être elles mêmes définies pendant
l’apprentissage.

Exemple
Approximer cos(log(x)) par une fonction

linéaire par morceaux
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l’on peut demander des points dans
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l’apprentissage.

Exemple
Étude biologique sur l’irradiation à faible
doses de levures,

Deux classes : irradié et non-irradié

Il peut être intéressant d’avoir
davantage d’échantillons irradiés pour
mieux évaluer l’impact des
changement induits.
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l’apprentissage.

Exemple



Introduction Exemples a priori : Discrépance Stratification de la base d’apprentissage Sélection d’Attributs Conclusion, Perspectives

Apprentissage Actif

On peut influer sur la base d’exemples

a priori

En donnant les points au fur et a
mesure (on-line)
Si l’espace est divisé en strates et que
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Minimisation du Risque Empirique

Fonction de Coût
On définit le coût L associé au choix d’une fonction f ∈ F. Par exemple
L(f ) = E(|f − g|).
Un des meilleur choix possible est f ∗ ∈ argmin

f∈F
L(f )

Problème : on ne dispose pas de l’opérateur d’espérance.

Solution
On utilise un estimateur basé sur les exemples. Dans le cas précédent,
L̂n(f ) = 1

n

∑n
i=1 |f (xi)− yi|

On choisit alors f̂n ∈ argmin
f∈F

(L̂n(f ))
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Le Cas de l’Erreur Nulle

Cas particulier

Si E (L(f ∗)) = 0, alors l’erreur en généralisation converge vers 0 en

O
(

log(n)

n

)

Mais. . .
Cette hypothèse est fausse si le concept cible n’est pas dans F

Ou si le concept comporte une part stochastique (ou du bruit).

ON SOUHAITE S’AFFRANCHIR DE CETTE HYPOTHÈSE.
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Le Cas de l’Erreur Nulle

Cas particulier

Si E (L(f ∗)) = 0, alors l’erreur en généralisation converge vers 0 en
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Dimension de Vapnik-Chervonenkis

Idée
Mesurer la taille de l’espace d’hypothèses F.
On définit une mesure sur F, appelée VC-dim dépendant du nombre de
façons dont F peut séparer un ensemble de n points.

Résultat
1 Dans les cas ou la VC-dim de F est finie (hypothèse forte), la

convergence vers l’erreur optimale est en O
(

log(n)√
n

)
LA DÉCROISSANCE EST MOINS RAPIDE QUE DANS LE CAS PRÉCÉDENT.
EN GÉNÉRAL, IL FAUDRA DAVANTAGE D’EXEMPLES POUR ATTEINDRE
LE MÊME TAUX D’ERREUR.
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Définition

Discrépance

La star-discrépance de la suite (xi) de [0, 1]d est définie par :

D∗n(X) = sup
a∈[0;1]d

∣∣∣∣∣1n
n∑

k=1

1{xk∈[0;a]} −
d∏

i=1

ai

∣∣∣∣∣
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Inégalité de Koksma-Hlawka

Théorème

Si f est une application de [0, 1]d dans R, de variation totale au sens de
Hardy et Krause majorée par VHK(f ), et si xi est une suite dans [0, 1]d, alors∣∣∣∣∣1n

n∑
i=1

f (xi)−
∫

f

∣∣∣∣∣ ≤ VHK(f )D∗n(x1, . . . , xn)
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Faible Discrépance

Candidat
1 Points tirés uniforméments ; discrépance

de l’ordre de

O

(√
ln ln(n)√

2n

)

A d FIXÉ, IMPOSSIBLE DE FAIRE MIEUX QUE O

(
(ln(n))

d
2

n

)
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Faible Discrépance

Candidat
1 Grille uniforme, discrépance de l’ordre

de
1√
n

A d FIXÉ, IMPOSSIBLE DE FAIRE MIEUX QUE O

(
(ln(n))

d
2

n

)
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1 Constructions arithmétiques
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A d FIXÉ, IMPOSSIBLE DE FAIRE MIEUX QUE O

(
(ln(n))

d
2

n

)
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Intérêt pour l’Apprentissage

Application directe

Si l’on suppose que pour tout f ∈ F la variation de |f − g|p est bornée par M
alors :

L(f̂ ) ≤ inf
f

L(f ) + 2MD∗n(x1, . . . , xn)

Améliorations

1 E|f̂ − g| ≤ Ê|f̂ − g|+
(

VHK(f̂ ) + VHK(g)
)

D∗n

2 Et si tous les f̂ − g sont dans un espace de fonction borné pour la norme
de Hölder de degré d

E|f̂ − g| ≤ Ê|f̂ − g|︸ ︷︷ ︸
erreur empirique

+
(

2VHK(f̂ ) + o(1))
)

D∗n
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Comparaisons théoriques

Suites à faible Monte-Carlo avec Monte-Carlo avec
discrépance VC-dimension finie classes de Donsker

Norme de Hölder α > d, O(log(n)d/n) - α > d/2,O(1/
√

n)
bornée de degré α

VC-dim finie - O(log(n)/
√

n) O(1/
√

n)
et L∗ = 0 - O(log(n)/n) O(1/

√
n)

Variation totale O(log(n)d/n) - -
bornée

Minimisation du pour une variation totale Consistance universelle -
risque structurel finie, et O(log(n)/

√
n) -

O(log(n)d/n) dans une famille
de VC-dimension∞

d’approximation de fonctions
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Validation Expérimentale

Protocole

La fonction cible d’un point (x1, . . . , xd) est la somme des d
dimensions :

∑d
i=1 xi.

L’apprentissage est effectué par un RBF avec σ = 0.1
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4 Sélection d’Attributs

5 Conclusion, Perspectives
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Données Naturellement Stratifiées

Algorithme
1 Tirer k = o(n) exemples ;

Soit L̂′ le coût empirique associé ; soit ε′ la
précision telle que pour tous les f optimaux
avec une précision ε′/2 pour L̂′ sont aussi
optimaux pour L avec précision ε′ au niveau de
confiance 1− δ(ε′, k) ≥ 1− δ1.

2 Phase d’apprentissage : Trouver h = argmin L̂′ ;
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avec une précision ε′/2 pour L̂′ sont aussi
optimaux pour L avec précision ε′ au niveau de
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Données Naturellement Stratifiées

Algorithme
1 Tirer k′ = o(n) exemples (i.i.d.)
2 Estimer σi(h) qui est la racine de la variance du

coût de h dans la classe i (avec h = argmin L̂′) ;
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Données Naturellement Stratifiées

Algorithme
1 Calculer, grâce aux estimations de σi(h), un

vecteur (σ′i )i∈J1,KK tel que

∀f ; L̂′(f ) ≤ L̂′(h) + ε′/2 ⇒ ∀i;σi(f ) ≤ σ′(i)

au niveau de confiance 1− δ2.
2 Déduire de cette borne une formule

∆′(n1, . . . , nK) telle que pour un coût empirique
L̂ associé à nK exemples dans la classe K :
P
(
∃f ; L(f ) ≤ infF L̂ + ε′/2 et

Var L̂(f ) > ∆′(n1, . . . , nK)
)
≤ δ2
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Données Naturellement Stratifiées

Algorithme
1 Avec n1, . . . , nk optimisant ∆′(n1, . . . , nk) sous

la contrainte
∑

i ni = n, tirer n exemples avec ni

exemples dans la ie classe.
2 Soit ε tel que |Fε

ε′ |δ′(ε, ∆′) ≤ δ3,
Apprendre f̂ ∈ argminFε

ε′
L̂. N

N
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Données Naturellement Stratifiées

Algorithme
1 Avec n1, . . . , nk optimisant ∆′(n1, . . . , nk) sous

la contrainte
∑

i ni = n, tirer n exemples avec ni

exemples dans la ie classe.
2 Soit ε tel que |Fε

ε′ |δ′(ε, ∆′) ≤ δ3,
Apprendre f̂ ∈ argminFε

ε′
L̂. N

N
N

N

N

N

N
N

N

•

•

•

•

•

•

•

• •

•
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Résultat

Théorème
En utilisant l’algorithme précédent on a :

P(L(f̂ ) ≥ inf
f

L(f ) + 3ε) ≤ |Fε
ε′ |2e−

ε2

4∆′(n1,...,nK ) + δ(ε′, k) + δ2

Remarques
1 L’amélioration de la borne provient de l’optimisation finale ;
2 Si la racine de l’erreur est équidistribuée entre les classes, on retrouve

les mêmes résultats que dans le cas i.i.d.
3 Regrouper les deux bases d’apprentissage ne modifie pas beaucoup la

borne ;
4 On peut réaliser plusieurs passes.
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Variantes

Partitionnement automatique
1 Cas non-asymptotique, La borne est meilleure que celle de

l’apprentissage passif si la moyenne des variances locales est plus
faible que la variance globale.

2 Cas asymptotique, on parvient a supprimer la variance inter-strates,
conservant seulement la variance intra-strates. On est équivalent au à
supf |L̂(f )− L(f )|.
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Validation Expérimentale

Protocole

Soit p ∈ J1, 5K. La tâche objectif est une classification pour x ∈ [0, 1].
La classe de x est 1 avec une probabilité 1

2 + p(x− 1
2 ) (tronquée entre 0

et 1 si nécessaire) et 0 sinon.
On apprend avec 200 + 5000 exemples par moindres carrés,
stratification en 3 sous-espaces connexes.
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Validation Expérimentale

Protocole

Soit p ∈ J1, 5K. La tâche objectif est une classification pour x ∈ [0, 1].
La classe de x est 1 avec une probabilité 1

2 + p(x− 1
2 ) (tronquée entre 0

et 1 si nécessaire) et 0 sinon.
On apprend avec 200 + 5000 exemples par moindres carrés,
stratification en 3 sous-espaces connexes.

Résultats

p 1 2 3 4 5
% stratification 44 50.5 52 44 46.5

% ex aequo 11 12.5 23.5 29.5 30
% naı̈ve 45 37 24.5 26.5 23.5

% erreur médiane
paramètre p meilleure avec

stratification
p = 1 51.25 %
p = 2 63 %
p = 3 53.5 %
p = 4 66.5 %
p = 5 76.75 %
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Principe des puces à ADN

Caractéristiques des données
1 Très grande dimension > 6000
2 Peu d’exemples (prix élevé)
3 Peu fiables
4 Concept cible ne faisant pas

intervenir tous les éléments

[NAR-04] G. Mercier, N. Berthault, J. Mary, A. Antoniadis, J-P. Comet, A. Cornuéjols, Ch. Froidevaux and M. Dutreix.
Comparing and combining feature estimation methods for the analysis of microarray data.
Nucleic Acids Research (NAR), vol.32, No.1, 1-8 (2004).
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Sélection d’attributs

X1 X2 . . . XN Classe
x1,1 x1,2 . . . x1,N •
x2,1 x2,2 . . . x2,N N

...
...

...
...

xK,1 xK,2 . . . xK,N •

Obtention d’un ordre sur les attributs :

X10 X3 X1 X60 X40 X7 X5 . . . X45 X11 X32 X4

PLUS ON A D’EXEMPLES PLUS LE CLASSEMENT EST BON MAIS NOTRE
EXPERT SOUHAITE FAIRE LE MOINS DE MESURES POSSIBLE.
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...

...
...

xK,1 xK,2 . . . xK,N •

Obtention d’un ordre sur les attributs :

X10 X3 X1 X60 X40 X7 X5 . . . X45 X11 X32 X4

PLUS ON A D’EXEMPLES PLUS LE CLASSEMENT EST BON MAIS NOTRE
EXPERT SOUHAITE FAIRE LE MOINS DE MESURES POSSIBLE.
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Répartition des attributs
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Courbes ROC

Formules

VPs = ∆ ·
sY

i=1

ri

VNs =
sX

i=1

(1 − τi)(
i−1Y
j=1

τj)(N0 − ∆)

FPs = (
sY

i=1

τi)(N0 − ∆)

FNs =
sX

i=1

(
iY

j=1

(1 − rj))∆
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Optimisation
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Ensemble Feature Ranking

Principe

Problème défini par des paramètres d’ordre :
Le nombre d’exemples n ;
Le nombre total d’attributs d ;
Le nombre d’attributs pertinents r.
La redondance ou non k

Le bruit σ

Stratégie évolutionnaire pour obtenir plusieurs classeurs.

JMCMS04 K. Jong, J. Mary, A. Cornuéjols, E. Marchiori and M. Sebag.
Ensemble feature ranking,
Principles of Knowledge Discovery in Databases (PKDD-04), Pisa, Italy, 2004 Springer-Verlag, LNAI-3202, 267-278.
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1 Introduction
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Bilan

Points donnés a priori

Discrépance induit une borne sup sur l’erreur. De plus on observe une
corrélation avec l’erreur.
En optimisant la vitesse de convergence est quasi-identique au cas où le
concept cible est dans F (intéressant pour les applications réelles).

Stratification
Approches à étapes basées sur la variance de l’erreur ;
Vitesses de convergences améliorées .

Sélection d’attributs
Optimisation de la sélection en réalisant plusieur passes ;
Bagging d’ordres.
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corrélation avec l’erreur.
En optimisant la vitesse de convergence est quasi-identique au cas où le
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Bilan

Points donnés a priori
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Approches à étapes basées sur la variance de l’erreur ;
Vitesses de convergences améliorées .
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Perspectives

Liens avec le boosting

Faire de l’actif comme du boosting.
Essayer de perturber la distribution optimale conseillée par l’étude de la
variance
Voir s’il existe un lien entre l’amélioration (ou la variance de
l’amélioration) fournie par le boosting et la discrépance de la base
initiale.

Challenge Pascal

Essayer de borner P(Card{f ∈ F; |L̂(f )− L(f )| > ε} > C) au lieu de
P(card{f ∈ F; |L̂(f )− L(f )| > ε} > 0) qui est le classique :
P(∃f ∈ F; |L̂(f )− L(f )| > ε)

Utile pour estimer la probabilité pour que au moins C gènes soient
sur-exprimés de ε au niveau de leur différence d’expression entre les
individus sains et les individus malades.
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Questions
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Coefficient de Pulvérisation et VC dim

Coefficient de pulvérisation

Étant donné F, une famille de fonctions de X → Y = {0, 1}, le nème

coefficient de pulvérisation de F, est :

S(F, n) = sup
(x1,...,xn)∈Xn

Card {(f (x1), . . . , f (xn)) |f ∈ F}

VC-dim

Étant donné Fune famille de fonctions de X → Y = {0, 1}, la VC-dimension
de F est, s’il existe, le plus grand entier n, tel que S(F, n) = 2n. Sinon, la
VC-dimension est infinie.



Coefficient de Pulvérisation et VC dim



Théorème de VC

Vapnik-Chervonenkis

Pour toute mesure µ et pour A, ∀ε > 0 si S(F, n) désigne le nème coefficient
de pulvérisation de F :

P(sup
f∈F

|µn(f )− µ(f )| > ε) ≤ 8S(F, n)e−nε2/32

Lemme de Sauer
Si la VC dim de F est majorée par V alors :

S(F, n) ≤
V∑

i=0

Ci
n <

(en
V

)V
;∀n ≥ V ≥ 1

Convergence en 1√
n si la VC-dim est finie



Intuition des classes de Glivenko-Cantelli / Donsker

Example

Soit (x1, . . . , xn) un échantillon i.i.d. et F = (f1, . . . , fd)
1 Soit M le vecteur des moyennes empiriques des fi.

M = (M1, . . . , Md) avec Mi = (fi(x1) + . . . + fi(xn))/n
2 Soit D le vecteur des écarts de la moyenne empirique à l’espérance

D = (M1 − E(M1), . . . , Md − E(Md))

3 D tend ps vers 0 par la loi des grands nombres
4 Le TCL (s’il existe un moment d’ordre 2) donne la vitesse de

convergence (1/
√

n)



Classe de Glivenko-Cantelli

Classe de Glivenko-Cantelli

Étant donnée LF une famille d’applications de (X, Y) → R, et P une famille
de distributions sur (X, Y), On dit que LF est faiblement (resp. fortement)
P-Glivenko-Cantelli pour la convergence faible (resp. pour la convergence
p.s.) si ∀P ∈ P :

sup
Lf∈LF

|1
n

n∑
i=1

Lf (zi)− EP(Lf )|
n→∞−−−→ 0



Classe de Donsker

Donsker

Étant donné une famille LF de fonctions de (X, Y) dans R, on dit que LF est
P-Donsker si :

1 ∀P ∈ P, sup
Lf∈LF

|Lf (x)− EP(Lf )| < ∞

2 avec Pn = 1
n

∑n
i=1 δi et Gn =

√
n(Pn − P), pour tout P ∈ P , Gn

converge faiblement dans l∞(LF) vers un certain G tendu mesurable.

Permet de traiter le cas de nombre de couvertures exponentiels



Schéma de la preuve

Démonstration
On établit quelle est la variance associée à une allocation donnée des
exemples aux différentes strates ;
Une forme spécialisée de l’apprentissage PAC montre que nous
pouvons nous restreindre à considérer des hypothèses ”assez bonnes”.
On utilise l’inégalité de Chernoff pour tirer parti de la variance
optimisée grâce à la stratification ;
On établit grâce à Chernoff que l’algorithme améliore la vitesse de
convergence par rapport à une base d’apprentissage i.i.d.
Conclusion.



Bagging

Principe

Améliore les performances d’un ensemble de weak-learners
indépendant en les faisant voter ;
Dans le cas où l’on a l’indépendance les résultats sont garantis par
Chernoff (borne exponentielle) ;
Sinon il est nécessaire que l’apprentissage soit ”suffisament” instable.
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Sélection d’attributs

Différentes techniques

les approches embarquées c’est l’algorithme d’apprentissage lui même
qui effectue la sélection.
Les filtres (RELIEF, FOCUS. . . ) : la sélection se fait indépendamment
de l’apprentissage
Les wrappers, la précision de l’apprentissage en validation croisée est
utilisée pour évaluer la qualité de la sélection.



Comparasion au hasard

Interpréter les résultats

Les algoritmes de sélection
donnent des seuils
On mélange les étiquettes et on
regarde leur comportement.
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